Poglavlje 1

Odredeni integral

1.1 Odredeni integral i osnovna svojstva

Problem kojeg ovdje razmatramo sastoji se od odredivanja povrSine P ravnin-
skog podru¢ja omedenog grafom pozitivne funkcije f, x—osi i pravcima z = a
i x = b. Razdijelit ¢emo interval [a,b] na n podsegmenata jednake duljine (pet
na donjoj slici), gdje je n proizvoljan prirodni broj. Oznafimo: zy = a,z; =
a+ ”_Ta, :L“g:a—l—Qb_T“, e, Ty =0

—] y=Ff(x)

Slika 1.1: Podruéju ¢iju povrsinu Zelimo odrediti upisujemo i opisujemo pra-
vokutnike baze A,= I’_Ta.

Promatrajmo "upisane" pravokutnike: bazna stranica svih takvih pravokut-
nika je duljine A,= ”_T“, dok druga stranica redom iznosi f(c1), f(c2), ...,
flen), za neke ¢; € [x;_1,24], 1 € {1,2,...,n}. Ako sa s, oznafimo sumu svih
povrsina takvih upisanih pravokutnika, o¢ito ée biti s, = > 1 ; A, - f(c;).

Sli¢no, mozemo promatrati i "opisane" pravokutnike. Oni takoder svi imaju
duljinu bazne stranice A,, a druga stranica redom iznosi f(Ci), f(C2), ...,
f(Cy), zaneki C; € [z;—1,24], 1 € {1,2,...,n}. Ako sa S, ozna¢imo sumu svih
povrsina takvih opisanih pravokutnika, bit ¢e S, = 3" | A, - f(C)).



Imamo: s, = > v 1 f(¢;) Dy Sn =iy [(Ci)- Ay. OCito vrijedi:

sp <P <SS,

Sto se dogada kada profinjujemo podjelu intervala na sve manje podintervale
(ne nuzno jednake duljine), tj. kada n — oo? Vidimo da bi u tom slu¢aju
trebalo ocekivati sljedeée: P = limy, oo S = limy oo Sp. Medutim, to se ne
mora uvijek dogoditi. Za funkciju f promatranu na intervalu [a,b] C D(f) kod
koje to jest slucaj kazemo da je integrabilna na intervalu [a,b]. Odredeni
integral funkcije f na intervalu [a, b] oznacava se s fab f(z)dz, a po definiciji je
jednak broju

b n
= i 2 ;
R MG
1=

gdje je max A x; najveéa od svih duljina podintervala proizvoljno uzete podjele
intervala [a,b], a x} proizvoljni elementi intervala [z;_1,z,], ¢ € {1,2,...,n}.
Brojeve a i b zovemo redom donja, odnosno gornja granica integracije, a
interval [a, b] interval integracije.

Pozabavimo se geometrijskom interpretacijom odredenog integrala: oéito
je iz definicije da je u naSem primjeru (kad je funkcija na cijelom intervalu
integracije poprimala samo nenegativne vrijednosti) odredeni integral broj¢ano
jednak povrsini P podrucja kojeg smo proucavali - pseudotrapeza omedenog
grafom I'y, x—osi te pravcima x = a i * = b. Poznavanje pojma odredenog
integrala i tehnika njegovog rac¢unanja je vrlo korisno pri rjeSavanju problema
povr§ina, volumena i sli¢no.

Cijelo dosadasnje razmatranje bilo je vezano uz situaciju kada f poprima
nenegativne vrijednosti na cijelom intervalu [a,b]. Ako to nije slu¢aj, morat
¢emo interval [a,b] razbiti na niz podintervala takvih da f u svakom od njih
poprima ili samo pozitivne ili samo negativne vrijednosti (ukljucivsi i nulu).
Tada ¢e povrsina pseudotrapeza biti dana kao suma svih odredenih integrala
na podintervalima na kojima funkcija poprima nenegativne vrijednosti uman-
jena za sumu svih odredenih inegrala na podintervalima na kojima f poprima
negativne vrijednosti. Ovo slijedi iz osnovnih svojstava odredenog integrala in-
tegrabilnih funkcija f i g na intervalu [a,b] C D(f) N D(g) (prva dva svojstva
su definicijska):

(1) [ f(z)dz =0

) [2 f@)de = — [ f(a)de

3) [Pef(x)de = c [’ f(z)dz, gdje je ¢ konstanta

@) [Pf(z) + g(a)dz = [ f(z)dw + [*g(z)da

(5) [P fx)de = [ f(a)de + [ f(z)dz za svaki ¢ €< a,b >.

(6) fabf(az)d:v > 0 ako je f(z) > 0 za svaki z € [a,b].



1.2 Newton-Leibnizova formula

Nas ¢e najprije zanimati tehnike raC¢unanja odredenog integrala. Ovdje se
kljuénom pokazuje sljedeca ¢injenica:

Teorem 1.2.1 (Newton-Leibnizova formula) Ako je funkcija f integrabilna na
intervalu [a, b] i ima na tom intervalu primitivnu funkciju F (funkciju takvu da
je F' = f), onda je

/bf(x)da: =F(b) — F(a).

Cesto umjesto F(b) — F(a) pisemo skraceno F(z)|%, pa Newton-Leibnizovu
formulu moZete pamtiti u ovom obliku:

b
/ f(@)dz = F(z)p.

Napomena: Znamo da je, prema definiciji, neodredeni integral funkcije f
jednak primitivnoj funkciji F, to¢nije ¢itavoj klasi primitivnih funkcija {F +
C|C € R}. Dakle, dovoljno je nac¢i neodredeni integral funkcije f i potom
odredeni integral izracunati kao razliku vrijednosti primitivne funkcije u gornjoj
i donjoj granici integracije. Pritom je vazno uvidjeti da ovaj racun ne ovisi o
tome kojeg smo predstavnika klase primitivnih funkcija izabrali. Naime, ako su
Fy i Fy dvije primitivne funkcije funkcije f na intervalu [a, b], onda znamo da
postoji realna konstanta C' takva da je Fy = F1 + C, pa je

Fl‘g = Fl(b) — Fl(a) = Fl(b) + C - (Fl((l) + C) = Fg(b) — Fg(a) = F2|Z.
Stoga se (radi jednostavnosti) kod rac¢una odredenog integrala zanemaruje
aditivna konstanta.

Primjer 1

Izracunajte odredeni integral f;’ 4z3dz.

Rjesenje:

Znamo da je primitivna funkcija funkcije g(z) = 2® dana s G(z) = ﬁ—4
¢injenicu uz svojsvto (3) i Newton-Leibnizovu formulu koristimo u ra¢unu:

3 3 24
/ dodr = 4/ Pdr=4-(=)]3 =
2 2 4

= (zY)[3=3"-2*=65.

itu

Primjer 2
Izracunajte ff(mz — 2z + 3)dz.
Rjesenje:
Koristimo svojstva (3) i (4):

2 2 2
/$2d$—2/ :de+3/ dx =
1 1 1

x3 x? 7
= (g)ﬁ - 2(7)@ + 3z = 3

2
/ (z? — 2z + 3)dx
1



Primjer 3
Izracunajte f03 |z — 2|dz.
Rjesenje:
Koristimo svojstvo (5):

3
/ |z — 2|dz
0

/02—(3:—2)d$+/23(w—2)dw:

2 x2 5
—(7 —2z)[5 + (7 —2z)|3 = 3

Zadatak 1 Izracunajte sljedeée odredene integrale:

1) [ 2xdx

2) J; Feda

(3) fy s2yde

4) [2Va—2%dx
(5) [°V10z — 2%dx

2
(6) [ e

16 ””%‘””%d
(1) Jy" e

2
(8) f% mdm

) J§ e

1 1

1.3 Supstitucija u odredenom integralu

Kao i kod neodredenog integrala i pri rac¢unanju odredenog integrala cesto se
koristi tehnika supstitucije integracijske varijable. Pritom mozemo upotrijebiti

jednu od sljedece dvije metode:

(1) izvr8imo zamjenu integracijske varijable i ra¢unamo neodredeni integral -
nakon §to nademo primitivnu funkciju vra¢amo se na staru varijablu; ovaj

postupak me zahtijeva promjenu granica integracije

(2) integracijsku varijablu mijenjamo direktno u odredenom integralu - ovaj
postupak podrazumijeva i odgovarajuéu promjenu granica integracije.

Pri radu s ovom tehnikom posredno koristimo sljedeéi teorem:



Teorem 1.3.1 Za neprekidnu funkciju f na intervalu [a,b] i diferencijabilnu
funkciju ¢ : [, 5] — R takvu da je ¢’ neprekidna i p(a) = a, o(B) = b vrijedi
b B
[ t@ie= [ st - tpar
a (o3
Primjer 4
Koristeéi obje metode supstitucije izracunajte f02 2z(x? + 1)3dax.
Rjesenge:
1. nacin: Najprije ra¢unamo neodredeni integral koristeé¢i supstitucijsku
varijablu, a potom vra¢amo izvornu varijablu i ra¢unamo dredeni integral. Sup-

stitucija koju éemo ovdje koristiti je t = 22 + 1, iz ¢ega slijedi da je dt = 2zdz.
Sada moZzemo zamijeniti sve podintegralne elemente supstitucijskom varijablom:

4 2 4
/QI(IQ +1)%dx = /t?’dt = tz = @41 ,

4
pa je
2 2 4
1
/Qx(xg+l)3dx = L I ) |(2):
0
22 14 2 4
_ @t @4ntoes 1
4 4 4 4

2. nafin: Osim podintegralnih elemenata, supstituirat ¢emo i granice in-
tegracije. Supstitucija t = 2% + 1 odgovara i na pitanje koje su (u terminima
varijable t) nove granice integracije: za donju granicu imamo x =0=¢t=1, a
za gornju x = 2 = t = 5, pa integral postaje

4 54 14

2 5
t
/0 x(z? +1)°dx 1tdt (4)|1 1 = 6

Napomena:
Vazno je uocCiti pogodnu supstituciju i pritom paziti da je veza izmedu
pocetne i supstitucijske varijable jednoznac¢na.

Primjer 5

X

Izrac¢unajte odredeni integral f14 ﬁdm.

Rjesenje:

Uvodimo supstituciju 1 + 2z = ¢2, odakle slijedi z = tzT_l, §to nakon difer-
enciranja daje dx = tdt.

Ako pokusamo izraziti supstitucijsku varijablu ¢ preko pocetne integracijske
varijable z, nai¢i ¢emo na potegkoce. Naime, iz veze 1 + 2z = t2 nije moguce
jednozna¢no izracunati supstitucijsku vezu, jer imamo dvije moguénosti: ¢ =
vV142x ili t = —y/1+22z. Oba ova izbora su dobra, ali se nuzno trebamo
odluéiti za samo jedan i s njime potom nastaviti racun. Neka je veza dana s

t=+v1+2z.



1. nagin: za donju granicu integracije imamo = = 1 = t = /3, a za gornju
r=4=1t=3, paje

4 3 t2-1 3 42
L= tdt -1
/Ldﬂ? = / 27:/ t dt =
1 V1422 vi ot V3 2

16 . 1.3 V3
ARG 1 Tk m

2. nafin: ra¢unamo najprije neodredeni integral

1,43

/ T4 /tg_ldt (L )
—aQxr = —_— = —-(— — )
V1422 2 23

a potom se vra¢amo na pocetnu integracijsku varijablu z: t = /1 4 2z, pa
je konacno

1 \/14’2373

4
xX
— dx = —V1+22)*=3.
/1 s = 3 (S VT D)

Sto bi se dogodilo da smo za vezu izmedu x i ¢ uzeli ¢t = —y/1 + 227 Racu-
najmo po prvom naginu: za donju granicu integracije imamo x = 1 = t = —/3,
a za gornju x = 4 = ¢t = —3, pa je (obratite paZnju na predznak — u podinte-
gralnoj funkciji!)

4 -3 t>-1 -3 42 —V3 42
tdt - -
/7:” de = / = " dt:f/ t 1dt:/ ol
1 V1422 ~v3 —t v 2 -3 2

LE v L (V8 (-3)*
Jlg —I=57 = 5( +\/§)—T—3))—3-

Posebno su vaZne supstitucije kod kojih funkcijska veza izmedu pocetne i
supstitucijske varijable nije o¢ita, kao u sljede¢em primjeru.

3

Primjer 6
1
Izracunajte [? - 1 — a2dx.
-
Rjesenje:

Uvodimo tipi¢nu supstituciju za ovakve integrale: z = sint, odakle slijedi
V1—22 = /1 —sin?t = Vcos?t = |cost|, a dz = costdt. Da bismo imali
jednozna¢nu vezu izmedu x i ¢, moramo odabrati smo jedan dio domene sinusne
funkcije, i to takav da se postizu sve vrijednosti iz skupa vrijednosti [—1, 1].
Uzmimo ¢ € [-F,F]. Kako u tom podrucju kosinus poprima samo pozitivne
vrijednosti, moZemo maknuti znak apsolutne vrijednosti, pa je 1 — 22 = cost.
Dalje, granice integracije sada nije tesko odrediti: za donju granicu imamo
x:fgét:fﬁ,azagornjuzzéﬁt:%,paje

1

3
/ V1—22dx = / cost - costdt =
_4 _

jus
4

=13

11 z 1
— — —qj 6 = —
= (gt+sin20)[® 24(57r+3\/§+6).

w3



Primjer 7

Izracunajte SHQ\/mda:.

Rjesenge:

Uvodimo supstituciju e* — 1 = t2. Sada je e®dx = 2tdt, pa iz e* = t> + 1
slijedi do = —2-dt. Ako uzmemo t = /e% — 1, onda za donju granicu integracije

t2+1
imamo x =0 =1t =0, aza gornju x =In2 =t =1, pa je
1 1,2
2t t 1-1
/t-Q—dt = 2/ ;dt:
0 t*+1 0 24+1
! 1 1 T
= 2 o (1—m)dt:2(t—arctant)|0=2—§

Zadatak 2 Metodom supstitucije rijesite sljedeée odredene integrale:

1) [ (x+3)0da

(2) f_zl /8 — x2dx

(3) )i° repeda

(4) fol 23y/22 + 3dx

(5) [o(2 - 32%)(2® — 22+ 1)%dz

(6) f_ll \/;”szdm
(M) f; Y e
(8) fol (e* —1)%e*dx
(9) [fsnlnzgy

e’ 1
10) [} somsde

(11) fi)l V2 + 3 cos? x sin 2zdx
2

3 1
(12) fOZ 2+Coszdx

1.4 Parcijalna integracija u odredenom integralu

Kao i kod neodredenog integrala, i kod ra¢unanja odredenog integrala mozemo
koristiti tehniku parcijalne integracije, tj. formulu

b b
/ udv = (uwv)|® — / vdu.
a a

Pritom je vazno primijetiti da se u ovako skrac¢enoj formuli nigdje eksplicitno
ne piSe integracijska varijabla z, ali da se granice integracije a i b odnose upravo
na nju.



Primjer 8
U S
Izradunajte f% = da.
Rjesenje:
Parcijalno integriramo na sljedeéi nacin: Siggz =dv=v=—cotz, u =
T = dx = du, pa je

wl

/( s—dr = (—zcotx)l —I—/ cot xdx =

= sin“x kd
4

w3 ol

4

sinx

w|

Uvodimo supstituciju sinz = ¢, odakle je cos xdx = dt, pa je

5 ¥ dt
cos T V3
dex = — = (Int =
/% sing 0 2 t (In )|\/5

= ln\/glnﬂln\/g.

Sada imamo

5z T V3
de = — = . X2
A x 3 3 +

Zadatak 3
Primjenom parcijalne integracije izracunajte sljedeé¢e odredene integrale:

(1) fo?’ arctan zdzx

(2) fog (z + 3) sin zdx

3) [ (1 + 2)d.

1.5 Nepravi integral

Cesto se u zadacima pojavljuju integrali funkcija koje se ne mogu evaluirati u
nekoj od rubnih tocaka ili u nekoj od unutrasnjih tocaka intervala integracije.
U tom slucaju koristimo sljede¢u definiciju:

Definicija 1.5.1 Ako se neka od granica integracije nalaze u beskonacnosti
definiramo:

(1) [ f(z)dz = limp oo [ f(z)dz

(2) ffoo dr =lim,—_ oo f; f(z)dz

(38) ffooo f(z)dx =lim,_, o facf(:v)dm + limp oo fcbf(az)d:v,
uz uvjet da svaki od ovih limesa postoji 1 konacan je.

Ako unutar integracijskog intervala [a,b] funkcija f ima prekid u tocki c ili
u toj tocki nije definirana, onda definiramo



b . € . b
[ f(@)dz =lime, —c—o [ f(z)dz +lime, cio f€2 flz)dz.,
uz uvjet da svaki od ovih limesa postoji 1 konacan je.

Primjer 9
Izratunajte [;° 4.
Rjesenje:
Koristimo gornju definiciju i ra¢unamo
* bd
/ e &~ lim (Inz)} =
1 x b—oo J1 T b—oo
= limIlnb—Inl= lim Inb = oo.
b—oo b—oo
Primjer 10
Izracunajte [ %.
Rjesenge:
/°° dz _/0 dz +/°° dz
oo L4 22 oo L4+ 22 Jy 1422

. O dx . " dw
= lim —— + lim Y =
a—-oo [, 1+x b—oo Jg 1+ x2
= lim (arctanz)|’ 4 lim (arctanz)|} =
a——00 b—o0

= lim (—arctana)+ blim (arctanb) =
— 0

™ ™
= —(-P+g=m

Napomena: Sli¢no kao gore pokusajte rijesiti ffooo %. Ako nacrtate sliku
podintegralne funkcije, izgleda (zbog njene neparnosti) kao da ovaj nepravi inte-
gral postoji i jednak je nuli. Medutim, rjeSavanje po principu gornjeg primjera
vodi nas na zbroj dva limesa, od kojih je prvi —oo, a drugi oo, §to znaci da ovaj
nepravi integral ne postoyi.

Pogledajmo $to se dogada kada podintegralna funkcija ima prekid unutar
integracijskog podrucja:

Primjer 11
o . 4 dx
Izratunajte [| 22—
3/ (x—2)2
Rjesenje:

Ocito je da podintegralna nije definirana u tocki x = 2, pa je

lim /eld—m—k lim /4d—$:
e1—2-0 J; m =240 J \J/m
=l GVE2) i (V-2 =
= Ellirg70<3€/m+3)+621ig1+0(3€/§—3m):

= 3++v2.



Primjer 12

Izracunajte [;° ze *dx.

Rjesenge:

Koristimo tehniku parcijalne integracije: * = v = dz = du, dv = e *dx =
v=[e *dx=—e ", paje

o0
/ ze Tdx
0

oo
(—zxe )| —I—/ e %dx =
0
= lim (—ze ®)[} + lim (—e ®) =
b—oo b—oo
_ . —b : —b 0y _ / _
T A AR e ) = =

. —1
B bgrgo(g)+l— L

Zadatak 4 Izracunajte sljedeée neprave integrale:
0
M) [ w5
3
(2) f 1 (asti—ml)2
(3) [y e da
(4) ;7 sinzdx

1 X
() Jo %

(6) fi)oo ze®dx

oo dx

(1) oo 75555
®) JZo we

2 .3
©) b it

oo d
10) Jo~ GV

(11) Jy (g5 + Inz)da.

10



Poglavlje 2

Primjene odredenog integrala

2.1 Povrsina ravninskog lika

Za dani ravninski lik omeden krivuljama y = f(z) i y = g(z) te pravcima z = a
i x = b treba odrediti njegovu povrinu P (vidi sliku). Koristimo ¢injenicu da je
povrsina tog lika jednaka razlici povrsina lika omedenog pravcima x = a, x = b,
osi z i krivuljom y = f(x) te lika omedenog s © = a, x = b, osi x i krivuljom

y = g(x). Zaklju¢ujemo:
b b
P:/ f(m)dx—/ g(@)de,

b
P= [ (- 9@

Ova jednostavna formula temelj je ra¢una povrsina ravninskih likova gore opisanog
tipa.

tj.

Slika 2.1: Povrsina P jednaka je razlici povrsina odredenih grafovima I'y i ',
Gornja formula vrijedi i u slu¢aju da nije f(x) > 01 g(z) > 0 za sve z € [a, b],

ali uz uvjet da je f(x) — g(x) > 0 za sve = € [a,b]. Naime, prema slici je ocito
da mozemo translatirati krivulje I'y i I'; duz y—osi koliko je potrebno (recimo

11



za neku veli¢inu m) do situacije sa slike 2.1.; na kojoj su sve vrijednosti funkcija
f 1 ¢ na intervalu [a, b] nenegativne (vidi sliku 2.2.). Naime, tada se povrsina P
koju trazimo oc¢ito ne¢e promijeniti, a mozemo primijeniti poznatu formulu:

b b b
P= [+ mide - [ lgta) + midz = [ (7 - g)(@)ie

Dakle, mozemo primijeniti ve¢ postojecu formulu ¢ak i u slu¢aju da nisu sve
vrijednosti podintegralnih funkcija na intervalu integracije nenegativne.

s y=f(x)+m

a : b\ ¢
. Z \=g(x)+m

Slika 2.2: Formulu razlike povrsina mozemo primijeniti i na funkcije kojima nisu
sve vrijednosti na integracijskom podrudju nenegativne.

Primjer 13

Izra¢unajte povrsinu podruédja ograni¢enogs y =4 — 22 iy = 22 — 22.

Rjesenge:

Grafovi ovih funkcija omeduju lik (oznacimo mu povrSinu s P) odreden
tockama presjeka ovih krivulja, a to su tocke s apscisama x; = —1 1 29 = 2
— vidi sliku. Ozna¢imo f(z) := 4 — z? ("gornja funkcija"), g(z) := 2% — 2z
("donja funkcija").

12



Sada je

Po= /j(f—g)(@dw = / (202 + 2+ 4)ds =

-1

2
(—53:3 + 2% 4+47)2, =9.

Primjer 14

Izra¢unajte povrsinu P omedenu krivuljama y2 =z iy =z — 2.

Rjesenje:

Formula koju smo do sada primjenjivali podrazumijevala je da funkcije ¢iji
grafovi omeduju ravninski lik ¢iju povrsinu trazimo mozemo eksplicitno napisati
u integracijskoj varijabli. Ovdje moramo uo¢iti da krivulja 3> = x ima dva
kraka (dvije mogucénosti za eksplicitni zapis), fi1(z) := 2 i fo(z) := —/z. Ako
nacrtamo sliku, vidjet éemo da uz koriStenje ovako zapisanih podintegracijskih
funkcija mozemo primijeniti poznatu formulu.

Vrijedi:

1 4
P o= [ (vadet [ (o2

Wl

2
x s 9

2

T

25N+ (
2

8
IOIOJ| e

Medutim, postoji i jednostavniji nacin da se ovaj zadatak rijesi. Naime, ako
veé ne mozemo iz y2 = x dobiti eksplicitni izraz za vy kao funkciju od z, moZemo
obratno — eksplicitno izraziti  pomoéu y: = = y2. Takoder, iz y = x — 2 izlazi
r = y + 2, a iz slike je odmah vidljivo da je integraciju po varijabli y lakse
provesti, jer "gledano sa strane osi y" vidimo da se radi o dvjema funkcijama u
varijabli z koje na intervalu integracije (sada zadanom donjom granicom y = —1
i gornjom granicom y = 2) poprimaju samo nenegativne vrijednosti, pa imamo

2 3 2

Y’y 9

P:/ (y+2_y2)dy:(_?+7+2y)|2_1:§'
-1

Sada mozemo napisati jos jednu formulu: za funkcije f i g zadane u varijabli
y na intervalu [c, d] povrSina P lika omedenog krivuljama I'y i Iy te pravcima
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y=ciy=d jedanas
d
P= [ (- 9w

Ponekad je pri rjeSavanju zadataka s povrSinama pogodnije preéi na po-
larne koordinate, kao u sljede¢em primjeru. Ako pritom ra¢unamo povrsinu lika
odredenog krivuljama r = r1(¢) i r = r3(¢) te rubnim polupravcima integraci-
jskog podrudja ¢ = @1, ¢ = @2, koristit ¢emo sljede¢u formulu:

1 P2
P= —/ (r12 = ro?)dep.
2 Je

1

Za vjezbu ¢emo rijesiti pomocu ove formule i jedan zadatak koji se inace
moze lako rijesiti elementarnim metodama.

Primjer 15

Koristeéi odredeni integral izra¢unajte povrsinu P odredenu krivuljama zadanim
jednadzbama x? + y2 + 82 = 0, 22 +y* + 42 = 0.

Rjesenje:

Nakon §to transformiramo jednadzbe ovih krivulja vidimo da se radi o kruzni-
cama:

24+ y?+8r =0 /+16 = (v +4)2 + 4> =42

2 +y  +4x =0 /+8= (z+2)* +y* =2,

i to kruznicama sa sredistima u (—4,0) i (—2,0) te radijusimar; = 4ire = 2,
redom.

Transformirajmo ove jednadZzbe u polarni oblik koristenjem formula
T =1rcosp, y =rsinp. Dobiva se:

r1 = 8cos ¢ za prvu kruznicu i
ro = 4 cos ¢ za drugu kruznicu.
Treba jo§ odrediti granice integracijskog podrucja. Sa slike se vidi da je
_ T __ 3m :
$1 =39, P2= 5, baje

VC(O,O)

3 37

1 [7 2 2 22
P = 3 ((8cosp)” — (4dcosp)?)dp = 24 cos” pdp =
3 3
3m
F cos20 + 1 1 sin?2 sx
_ 24/ %dwzﬂismﬁwﬂg — 19,
s 2

|
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Postoji i slicna formula za krivulje zadane parametarski: ako je lik ¢iju
povrsinu P trazimo omeden krivuljom x = z(t), vy = y(t), gdje t € [t1,t2] te
t=tizax=ait=rtyzax=>, onda je

pP= / zy(t) - 2! (t)dt.

t1

Primjer 16
Izracunajte povrsinu P ravninskog lika omedenog krivuljom zi + y% =1.
Rjesenge:
Skicirajmo ovu krivulju u pravokutnom koordinatnom sustavu da dobijemo
slikovni prikaz podrudja ¢iju povrsinu trebamo izrac¢unati.

Primijetimo da povrSinu P mozemo izraziti na sljedeéi na¢in: P = 4P, gdje
je P; povrsina dijela lika na slici koji se nalazi u prvom kvadrantu. Sada je jasno
da je P = 4f01 v/ (1— x%)?’dx. Sada mozemo koristiti supstituciju z = sin®¢,
odakle izlazi dz = 3sin® t cos tdt. Izracunajmo jos i nove granice integracije:

O=z=sin®t=sint=0=1¢t=0,

1:x:sin3tésint:1:>t:%.

Sada imamo

P:4/2 \/(17(sin3t)%)3-3sin3tcostdt: 12/2 cos’ tsin’tdt = ... = gﬂ".
0 0

Moze se vidjeti da se isto dobiva ako se odmah na pocetku krivulja (zapisana
u svom implicitnom obliku) parametrizira koristenjem sljede¢e parametrizacije:
x = cos®t, y = sin®t (provjerite da se radi o dobroj parametrizaciji uvrsta-
vanjem u pocletnu jednadzbu krivulje!). Trebamo pronaéi i granice intervala
integracije za podrucje povrsine P;:
O=z=cos’t=>cost=0=1t=

s
2
l=x=cos®t=cost=1=1t=0.

15



Koristenjem formule za povr§inu omedenu parametarski zadanom krivuljom
i ¢injenice da je P = 4P; imamo

0 0
3
P = 4/ sin3t-(—3)-coth-sintdt:—IQ/ sin4tc052tdt:...:§7r.
3 3

Zadatak 5 Izracunajte povrsinu lika omedenog krivuljama:

(1) y=22 y=1z

(2) y=a—1Ly=4z|-5

(3) y=a(xr —1)(x —2) i z—osi.

(4) y=7Z,y=arctan <

(5) y=%,y=arcsini

6) y=2% y=a—2x

(7) 22 + y? = 2z + 2y i nejednakostima x > 0, y > 0
(8) 4x% —Ty? =20, 4y* — 2% =4

(9) 40 49y =4, 2®> + 4y*> =4
(10) y = zarctana?, y = Z|z|
(11) (z+3)2+y? =4(z +3), y*> = 2(z + 3)

(12) m2+y2:2m,y:2m,y:§m
(13) 42% —y?> =4, 2 +y> = 16

(14) 22 —y? =1, 2% +y? = 3.

2.2 Duljina luka krivulje
Problem kojeg rjesavamo glasi: za danu krivulju y = f(z) nadite duljinu luka

[ te krivulje na intervalu [a, b] (vidi sliku). To¢nije, trazimo duljinu onog dijela
krivulje koji je omeden tockama A(a, f(a)) i B(b, f(b)).

21

)

16



Formula koju ovdje ne¢emo izvoditi kaze da je duljina luka [ dana s

b
= / 1+ f/(x)’da

Izrac¢unajte duljinu luka krivulje y = coshz od tocke s apscisom z = 0 do
tocke s apscisom z = In 2.

Primjer 17

Rjesenje:
U ovom ¢emo zadatku koristiti poznati identitet cosh?z — sinh®z = 1 te
C¢injenicu da je (coshz)’ = sinh z. Imamo

In2 In2

I = V14 ((coshz)")2dz = V1 + sinh® zdx =
0 0
In 2

In2
= / V cosh® zdzx */ | cosh z|dx =

In2
= (jerjecoshna Ry pozitivna) = / cosh zdx = (sinhz)|*? = 7
0
Ako se radi o zatvorenoj kriuvlji, moze se umjesto o duljini luka govoriti
o opsegu krivulje, 8§to znaci da trazimo duljinu zatvorenog luka kod kojeg se
pocetna i krajnja tocka luka podudaraju. U tom slu¢aju obi¢no je moguce
opseg krivulje izracunati kao multipl duljine luka nekog dijela krivulje. Ovaj
"trik" se Cesto primjenjuje kod simetri¢nih krivulja, kao u donjem primjeru.

Primjer 18

Izracunajte opseg krivulje iz Primjera 16.

Rjesenge:

Sa slike ove krivulje jasno je (zbog simetri¢nosti) da opseg O ove krivulje
mozemo izraziti kao O = 40, gdje je O; duljina luka dijela krivulje koji se
nalazi u 1. kvadrantu, dakle luka omedenog tockama s apscisama z =01 x = 1.

Formula za duljinu luka podrazumijeva da je krivulja y = f(x) izraZena
eksplicitno. Kod funkcije iz ovog primjera to je problem, ali mozemo racunati
2 2
na sljedeéi nacin: implicitno deriviranje izraza x3 + y3 = 1 daje
1

2:5 +2y5 oy =0=y =Y, paje
x3

)2dz =4

/\/>:c—4 —d:v: g(§

Kao i kod povrsine ravninskog lika, i ovdje postoji formula za duljinu luka [
krivulje zadane u polarnim koordinatama. Ona za krivulju r = r(¢) u granicama

N
I
4 m

o=

|@
who|  wio
H
wlvo
+
<
(EIN]

==
[N}
|
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[p1, 2] glasi

P2
1= [V
¥1

Dalje, za parametarski zadanu krivulju z = z(t), y = y(t) duljina luka [
omedenog tockama A i B kojima pripadaju redom parametri ¢; i to dana je s

l= /tz V' ()% + y'(t)3dt.

Primjer 19

Izra¢unajte opseg krivulje iz Primjera 16. koriStenjem formule za duljinu
luka parametarski zadane krivulje.

Rjesenje:

Koristimo transformaciju opisanu u Primjeru 16. da dobijemo zapis krivulje
u parametarskom obliku: = = cos®¢, y = sin®t. Granice integracije dane su s
t1 =0, t2 = § (donja granica je t; pripada tocki krivulje (1,0), a gornja granica
to tocki krivulje (0,1); ovaj izbor smo ucinili da postignemo pozitivan smjer
obilaska luka - smjer suprotan kretanju kazaljke na satu). Da bismo iskoristili
formulu za duljinu luka krivulje zapisane u parametarskom obliku moramo naci
derivacije funkcija z(t) i y(t):

2/(t) = 3cos?t - (—sint)

y/(t) = 3sin’t - cost

Sada imamo:

z
I = 4/ \/(3cos2t - (—sint))2 + (3sin®¢t - cost)2dt =
0

%
4/ \/9 cos2t - sin? t(cos2 t + sin® t)dt =
0

— cos 2t

3 3 -
= 4/ SSintcostdt:G/ sin 2tdt = 6( )lg =6.
0

0
Napomena:

Analogna formula onoj za duljinu [ luka krivulje zadane s y = f(x) (izmedu
tocaka s apscisama x1 = a, 2 = b) postoji i ako je krivulja zadana jednadzbom
u kojoj je x varijabla funkcijski eksplicitno izrazena preko varijable y: za funkciju
x = ¢(y) duljina [ luka krivulje izmedu to¢aka na krivulji s ordinatama y1 = ci
yo = d dana je s

d
l:/ V14 g (y)2dy.

Zadatak 6 Izratunajte duljinu luka (ako nije naznacen interval traZi se opseg)
krivulje zadane s:

(1) y=Insinz, z € [IF, 5]

(2) y=In(1+cosz), z € [-%,5]

(3) v =In g,y € [0, 5]

18



(4) v =3y> — §Iny, y € [1,€]

(5) a(t) =3t —t, y(t) =t +2,t € [0,3]

(6) x(t) = cost +tsint, y(t) =sint — tcost, t € [0, ]
(7) x(t) =t —sint, y(t) =1 — cost, t € [27,4n]

(8) r=

9) 9y2 (x—3)2x.

2.3 Volumen rotacijskog tijela

Graf funkcije f rotiramo oko x—osi. Postavlja se pitanje: koji je volumen V'
tijela dobivenog rotacijom lika odredenog dijelom grafa funkcije f te pravcima
x=a,y=>b1xz— osi (vidi sliku)?

4

y=f(x)

Odgovor daje sljedeca formula:

b
Ve = 7r/ f(x)dx

Medutim, postoji formula i za rotaciju lika odredenog grafom funkcije f na
intervalu [a, b] na x—osi oko y—osi. Ta formula glasi:

b
Vy :27r/ xf(x)dx

Takoder, ako imamo funkciju z = g(y) (gdje je = eksplicitno izrazen preko
y) i rotacijski interval [c,d] na y—osi te rotiramo oko y — osi, imat ¢emo:

d
Vy = W/ 9(y)*dy.

Ako rotiramo lik odreden grafom funkcije f na intervalu [c, d] na y—osi oko
x—o0si, imat ¢emo formulu

d
Ve = 27r/ 9(y)ydy.

Sazeto ove Cetiri formule mozemo pregledno iskazati jednom tablicom:
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integr. po | / rot. oko — T—0si Yy — 081
[a,b] na z—osi Ve = Wf: f(z)?dz | V, =27 ff zf(z)dx
[c,d] na y—osi Ve =27 [Tolydy | V, =7 [7 9(y)*dy

Takoder, imamo i formulu za volumen rotacijskog tijela koje je dobiveno
rotacijom podrudja izmedu dviju krivulja. U tom sluc¢aju koristimo sli¢ne for-
mule kao u gornjoj tablici, uz primjenu modela iz dijela o povrSini podrucja
omedenog dvjema krivuljama. Npr. za volumen V tijela nastalog rotacijom po-
dru¢ja omedenog krivuljama y = fi(z) i y = f2(z) na intervalu [a, b] oko z—osi
koristimo formulu .

Ver [ (@ - fle)?)ds
a

i sli¢no za ostale formule.

Primjer 20

Izrac¢unajte volumen tijela nastalog rotacijom oko x—osi lika omedenog parabolom
y? = 4z i pravcem z = 1.

Rjesenge:

y=Ff1(x)

A(0,0)

Nasa funkcija nije eksplicitno izrazena preko integracijske varijable z, ali to
formula niti ne zahtijeva: imamo y* = f(z), §to je upravo izraz koji se trazi u
formuli.

Ocito je sa slike da moramo koristiti formulu za integraciju duz intervala
[0,1] na x—osi za rotaciju oko x—osi, pa imamo

1 1
Ve = 7r/ yide = 7r/ dxdr = 27r(:v2)|(1) = 2.
0 0

Ponekad se zadaje rotacija oko pravaca paralelnih s z—osi, odnosno s y—osi.
U tom slucaju primjenjujemo iste formule, ali moramo izvr$iti translaciju cjelokupnog
koordinatnog sustava, kao u donjem primjeru.

Primjer 21

Izracunajte volumen V tijela nastalog rotacijom oko pravca x = 3 lika
omedenog parabolom y = 4 — 22 i z—osi.

Rjesenje:
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y=Ff(x) x=3

A(-2,0) B(2,0) c@3,0) °

&

Rotacija oko pravca x = 3 zna¢i da ¢emo zahtijevati da u tocki O(3,0)
bude ishodiste novog koordinatnog sustava (O, Z,7y) Cija je veza sa starim dana
s & =x—3, § = y. Tako u novom koodinatnom sustavu tocka (3, 0) (zapisana u
starom sustavu) postaje (0,0). Formulu za volumen primijenit ¢emo u odnosu
na novi sustav. To znaci da trebamo napisati nove granice integracije, novu
podintegralnu funkciju i novi diferencijal u skladu s gornjim transformacijskim
formulama (z,y) — (Z, 7).

Kako se radi o rotaciji oko pravca x = 3, a to je pravac paralelan s y—osi,
rije¢ je u biti o rotaciji oko novonastale §j—osi, pa primjenjujemo formulu za V,.

Jo§ se trebamo odluditi koju ¢emo integraciju koristiti. S obzirom da se
transformacijom koordinatnog sustava ne mijenjaju y—koordinate (jer je § = y),
a samim time niti diferencijal, koristit ¢emo za integraciju duz g—osi.

Volumen V izrazimo kao razliku volumena V; i V5 koji se dobiju rotacijom
redom lijevog, odnosno desnog kraka parabole oko g—osi. O¢cito je jo§ preostalo
samo da funkcijski izrazimo lijevi i desni krak u novim koordinatama, i to u
smislu ovisnosti Z o § (jer integriramo duz g—osi).

Lijevi krak: u starim koordinatama rije¢ je funkcijskoj vezi © = ¢1(y) =
—V4 —y, a kako je x = Z + 3,y = ¢, u novim koordinatama veza glasi ¢1(J) =
—V/4—7— 3.

Desni krak: sliéno kao za lijevi krak u starim koordinatama imamo x =
g2(y) = V4 —y, aunovim g2(y) = V4 — 7y — 3.

Rac¢unamo sada volumen:
4
Vo= Vi Vemn [ (@) - 000 -
0
4
= [ VAT (i -9 -

4
= 127r/ VA= gdy = 8
0

= 64m.

Primjer 22
Trokut zadan vrhovima A(2,2), B(5,3),C(2,4) rotira oko y—osi. Odredite
volumen V nastalog tijela.

Rjesenge:
Sa slike vidimo da se radi o trokutu simetri¢nom obzirom na pravac y = 3, pa
volumen V' mozemo rac¢unati kao dvostruki volumen V; lika nastalog rotacijom
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C(24)

P(2,3) B(5,3)
A2,2)

"donje polovice" trokuta odredene s dva pravca: prvi pravac prolazi to¢kama A
i B (pravac y = 3x — 4), a drugi totkama A i P (pravac x = 2).

_ yt+4

"Gornja" funkcija (gledano s y—osi) dana je s x = g1(y) = ¥3-, a "donja" s
x = go(y) = 2. OC¢ito je integracijsko podrucje dano s y; = 2, yo = 3, pa imamo

3
Vo= 2= 2%/2 (51(y)* — 92()*)dy =

3 3
y+4 27y 182
om (2R~ = F G + 49 + 4yl = o

3 9

Zadatak 7

(1)

(2)

3)

(4)

Podruéje odredeno krivuljama y? = z, 3y*> = 2(z + 2) rotira oko z—osi.
Izracunajte volumen tako dobivenog tijela.

Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika odredenog sa sin x+1 <
y <1, 7 <z <2m oko x—osi.

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom kruznice z% + (y — b)? = a® oko
osi z (b > a).

Izra¢unajte volumen tijela nastalog rotacijom krivulje z2 + y? = 2z + 2y
oko z—osi.

Zadatak 8

(1)

(2)

IN

Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom podrucja (z — 1)? < y

vz — 1 oko y—osi.

Izra¢unajte volumen tijela nastalog rotacijom podrudja y < z < 5y, 3% <
6 — x oko osi y.

Izradunajte volumen tijela nastalog rotacijom podrudja % |z| <y < |sinz|
oko y—osi.

Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom podrudja zadanog nejed-
nadzbama 1 +sinzx <y <1, 7 <z < 27 oko y—osi.
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(5) Skup odreden krivuljama z? 4+ y? = 22, y = 2z, y = x/+/3 rotira oko
y—osi. Izracunajte volumen dobivenog tijela.

(6) Odredite volumen tijela nastalog rotacijom podrudja y? < (2 — z)(4 + =)
oko y osi.

(7) Odredite volumen tijela nastalog rotacijom krivulje (y — 2)? = z(4 — x)

oko y—osi.

Zadatak 9

(1) Izraunajte volumen tijela nastalog rotacijom podruéja 0 < y < sinz,
x € [0, 7] oko pravca y = 2.

(2) Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom podruéja —1 < y < sinz
x € [0, 27] oko pravca y = 2.

(3) Lik odreden krivuljama y = /z, y = z, x € [0, 4] rotira oko pravca x = 1.
Izracunajte volumen tako dobivenog tijela.

(4) Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom krivulje 42 + 36y = 144
oko pravca y = 2.

(5) Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom krivulje 22 + y?> = 4 oko
pravca y = —1.

(6) Odredite volumen tijela nastalog rotacijom krivulje y* = z(4 — z) oko
pravca x = 1.

2.4 Povrsina rotacijske plohe
Slicno kao i u tocki 2.3., bavimo se tijelom nastalim rotacijom dijela grafa

funkcije y = f(x) odredenog to¢kama s apscisama x € [a,b]. Medutim, ovdje se
pitamo koja je povrsina P plasta takvog tijela. Odgovor daje formula

b
P=27T/ f(@)\/1+ f(x)?dx

ako problem rjeSavamo u pravokutnim koordinatama. Ako je funkcija ekplicitno
izrazena u varijabli y s = g(y) a rotiramo oko y-osi, formula za povrsinu P
rotacijske plohe dana je odredenim integralom

d
P=on / o)1+ ¢ @)y

gdje je interval [¢, d] na y-osi.
Ako je zadana funkcija bila izrazena parametarski: = = x(t), y = y(¢),
t € [t1,t2], onda je formula za P dana s

P = 271'/ ) y(t)\/ 2 (t)? + y'(t)3dt.

t1
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Za funkciju zadanu parametarski r = r(p) na intervalu [p1, @2] je

P2
P= 27r/ rsin /72 + (r')2dp.
%)

1

Primjer 23

Izracunajte povrdinu P plohe nastale rotacijom krivulje y = /1 — 22 na
intervalu [0, 1] oko z—osi.

Rjesenje:

Ocito se radi o gornjoj polukruznici, a luk kojeg rotiramo oznacen je na slici
toctkama A i B.

y=f(x)

Da bismo mogli primijeniti formulu potrebno je pronaéi derivaciju funkcije
y = f(x) =+v1—22. Onaje danas y = —\/%7, pa imamo

1
B T
P = 2r 1—22, /14 (——=)2%dz =

AR e
3 / z2 3 1

= 27 V1—aZy/1+ :277/ V1-—a2———=dx =
A 1—.772 0 \/1—1’2
1
2 1

= 271'/ de =2n(x)|g =
0

Primjer 24

Izracunajte povrsinu rotacijske plohe nastalu rotacijom oko y-osi dijela krivulje
2% +y? — 6y + 5 = 0 odredenog totkama s ordinatama y € [2,4].

Rjesenje:

Najprije treba vidjeti o kojoj je krivulji rije¢ i skicirati je u koordinatnom
sustavu. Lijevu stranu mozemo nadopuniti do potpunog kvadrata dodavanjem
broja 4:

224y —6y+5=0/+4=22+(y—3) =22

Dakle, vidimo da se radi o kruznici sa sredistem u tocki (0, 3) i radijusom
r=2.

Treba rotirati onaj dio kruznice koji ima tocke s ordinatama y € [2,4], pa
je ocito da se radi o luku koji je na slici totkama A i B (zbog simetri¢nosti je
dovoljno promatrati samo luk desne polukruznice; prilikom rotacije taj luk ée
"pasti" u luk lijeve polukruZnice).
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Da bismo mogli primijeniti formulu za povr§inu plohe nastale rotacijom luka
oko y-osi moramo izraziti x eksplicitno kao funkciju od y (to je podintegralna
funkcija g(y)). Medutim, iz izraza x2 + (y — 3)?> = 4 to nije sasvim jednostavno
(rijesite zadatak na taj nac¢in!). Mi ¢emo koristiti sljedec¢i "trik": transformira-
jmo podintegralni izraz

9WVI+9®)?2 = V) 1+ g ®)?) = Vo) + (9(v)g (v))2

Kako je g(y) = z, zapravo se pod integralom nalazi izraz /22 + (z2’)2. Ova
dva izraza mozemo lako izracunati iz implicitnog zapisa jednadzbe kruznice:

2+ (y—3)? =4 = 22 =4— (y—3)?, dok deriviranjem tog izraza dobivamo
2zx’ = —2(y —3) = za’ = —(y — 3) = (z2)? = (y — 3)~
Sada imamo

4 4
P = 27r/2 \/3:2+(:m:/)2dy:27r/2 VA —(y—3)2+ (y—3)2dy =
4

= 27r/ 2dy = 4r(z)|3 = 8.
2

Zadatak 10

(1) Odredite povrsinu plohe koja nastaje rotacijom dijela krivulje y = |z| oko
z—osiizmedu x = —1ix = 2.

(2) Odredite povrsinu plohe nastale rotacijom krivulje y? = (2 —z)(z +3) oko
T—0si.

(3) Izratunajte povrsinu plohe nastalog rotacijom lika odredenog krivuljama
y=ux, V3y ==z, 22+ y? = 2z oko z—osi.

(4) Sinusoida y = sin 2x rotira oko z-osi u intervalu = € [0, §]. Izracunajte
povrsinu nastale rotacijske plohe.
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